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4.1 Obecné o meéreni

V geodeézii merime predevsim delky, uhly a dale napr. Cas,
teplotu, tlak, tihové zrychleni... Vysledek meéreni je
charakterizovan Cislem, které je take zavislé na volbée
jednotek.

Pokud se opakuje meéreni téze velicCiny, tak | pri sebevetsi
pellivosti dostaneme obecné ruzné vysledky. To je
zpusobeno tim, Ze Zadné méreni nelze izolovat od rusivych
vlivi (nedokonalost naSich smyslu, nedokonalost pristroju,
vnéjSi vlivy, nedostateCna znalost vSech vlivu, které
zpusobuji chyby méreni).



Omezovanim téchto vlivu (pouzitim pfesnéjSiho pristroje)
Ize snizit jejich velikost a tak zvysit presnost mereni.
Ciselny vysledek méfeni, ktery je v urditych mezich
nahodnou veliCinou, urcCuji promenlive, velmi pocetne a
nejenom proto skoro nepostizitelne vlivy. Rozdilnost
vysledku méreni vyplyva z fyzikalni podstaty prostfedi, ve
ktereém probiha.

Pri méreni a jeho zpracovani je hledana nejspolehlivejsi
hodnota vysledku meéreni, odhadovana jeji presnost a
meze jeji spolehlivosti. Merenim Ci zpracovanim mereni
NIKDY neziskame skutecnou hodnotu veliCiny.



4.2 Chyby meéreni a jejich deleni:

Vysledek kazdého mereni je vzdy zatizen skuteCnou
chybou ¢, jez je souhrnem pusobeni jednotlivych vlivu.
Skutecnou chybu mereni ¢; I1ze vyjadrit pomoci skutecné
hodnoty veliCiny X'a merené hodnoty /;

g =X-l

SkuteCna chyba ¢ obsahuije:

1) Omyly a hrubé chyby

2) Nevyhnutelné chyby
-Systematicke chyby ¢;
-Nahodné chyby 9,

& =0, +C



4.2.1 Omyly a hrubé chyby

Omyly nejsou zpusobeny objektivnimi podminkami mérfeni,
ale nespravnymi ukony merice (omyl, nepozornost, ...).

Hrubé chyby mohou vznikat nakupenim nepfiznivych vlivu
nebo jejich neobvyklou velikosti (silny vitr, atmosféricka
refrakce, vibrace, ...)

Aby byly odhaleny, je potreba realizovat kontrolni méreni
(dvoji meéreni téhoz, jedno mereni — zadné mereni).

Nepatfi mezi chyby nevyhnutelné a dale nebudou
uvazovany.



4.2.2 Systematicke chyby

Vznikaji z jednostranné pusobicich pfric¢in,za stejnych
podminek ovlivhuji meéereni ve stejném smyslu, tj. chyba
mereni ma stejné znamenko i velikost. Lze je delit na:

1) Konstantni — pri kazdém mereni stejné znameénko i
velikost (chybna delka pasma).

2) Promenlivé - jejich vliv se meéeni v zavislosti na
podminkach mereni (teplota, tlak), jejich vliv
muze mit i ruzna znaménka.

Systematickeé chyby je mozno potlacCit serizenim (rektifikaci)
pristroju a pomucek pfed mérenim a vhodnou metodikou
mereni a zpracovani mereni.



4.2.3 Nahodne chyby

Takové chyby, které pfi stejné merené veliCiné, metode
méreni, podminkach a peclivosti nahodné nabyvaji ruzné
velikosti | znaménka se nazyvaji nahodné chyby.
Jednotlivé nemaji zadné zakonitosti a jsou vzajemne
nezavislé, nepredvidatelné a nezduvodnitelné. Ve vétSich
souborech (vicekrat opakované mereni) se vSak jiz ridi
jistymi statistickymi zakonitostmi. Nahodné chyby stejného
druhu maji charakter nahodné veliCiny s normalnim
rozdelenim pravdepodobnosti.



Vlastnosti nahodnych chyb

 pravdepodobnost vzniku kladneé Ci zaporne chyby urcite
velikosti je stejna,

VAL AN 4

e chyby nad urCitou mez se nevyskytuji (resp. povazujeme
je za hrubé).



Hustota pravdépodobnosti ¢(x) (frekvencni funkce)
normalniho rozdéleni N(E(x),02):

1 —{x—E(x)}2
¢(x)=o_ﬁe 20° X e(—0,0).

Zapis N(E(x), 02) znali normalni rozdéleni (N) o
charakteristikach E(x) a o2, kde E(x) je tzv. stfedni
hodnota, zde ona neznama skutecna hodnota meérene
veli¢éiny, o? je tzv. variance (kvadrat smérodatné
odchylky).



Graf frekvenéni kfivky normalniho rozdéleni pro N(E(x),0?)
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Pravdépodobnost P, ze méreni bude zatizeno chybou o
velikosti padnouci do intervalu <A;B> je rovna plose
vySrafovane v grafu.



Nekolik hodnot pravdépodobnosti P, charakterizujicich
normalni rozdéleni :

A B P
E(X) E(x)+o 0,341
E(X) —o E(X)+o 0,682
E(X) E(X) + 2o 0,477
E(X) 2o E(X) + 2o 0,954
E(X) E(X) + 3o 0,499
E(X) - 3o E(X) + 3o 0,997
E(X) — o0 E(x) + 1,000




4.3 Charakteristiky presnosti mereni

Smerodatna odchylka o je parametr popisujici normalni
rozdéleni. Ve vztahu k meérfeni je to charakteristika
presnosti. Z hlediska chyb mereni je treba vzdy tuto
charakteristiku interpretovat s ohledem na predchozi
tabulku, a tedy si uvédomit, ze napr. v intervalu

<-20 ; 20> od meérene hodnoty se vyskytuje hledana
hodnota geometrickeho parametru s pravdepodobnosti
95% (za predpokladu, ze méreni maji normalni rozdéleni).



Vypocet charakteristiky presnosti mereni

Jako charakteristika presnosti mereni se temer vyhradne
vyuziva smerodatna odchylka o. Tu lze vypocCitat jako
kvadraticky prumér skutecné chyby.

o] &%

o = T:Vn g =X-l

V zavislosti na tom, kolik mereni je k dispozici, je znaCena
bud jako ,zakladni smérodatna odchylka o" nebo jako
,vybérova smerodatna odchylka s®. Zakladni je tehdy,
pokud je urCena z velkého souboru meéreni, kde n — .
Vyberova pri poCtu mensim.



4.4 Zpracovani primych mereni stejne

presnosti

Pri praktickem mereni krome
nekolika malo  specifickych
pfipadu  skute€nou  hodnotu
nezname. V takovem pripade Ize
jako nejpravdepodobnegjsi odhad
skutecne hodnoty pouzit
aritmeticky primér [I. Rozdily
prumérné hodnoty a jednotlivych
mereni |, jsou pak nazyvany
opravami v;, ze kterych se pocita
vyberova smerodatna odchylka
S, presnegji vyjadreno, jeji odhad.




Pokud je znama smerodatna odchylka jednoho méreni o a
bylo mereno vicekrat (n-krat), smeérodatna odchylka
prumérné hodnoty o; se vypocte podle vzorce (plati | pro
vyberovou smerodatnou odchylku s):

Vybérova smerodatna odchylka s je nahodna veli¢ina —
pokud provedeme stejné napr. dvakrat 10 mereni a
vypocCteme dvakrat smeérodatnou odchylku, obecnée
nebude stejna.



Priklad na zpracovani mereni stejné presnosti
Zadani:

Délka byla mérena opakované 5x za stejnych podminek a
stejnou metodou (= se stejnou presnosti). Mérené hodnoty
V m jsou:. 5,628; 5,626; 5,627, 5,624; 5,628. Vypoctete
prumérnou délku, smérodatnou odchylku jednoho méfeni a
smérodatnou odchylku praméru.

Poznamka: Uvazujeme, ze mérené hodnoty jsou zatizeny jen
nahodnymi chybami.



Reseni:

| |/ m v/im vV / m?

1 5,628 -0,0014 1,96E-06
2 5,626 0,0006 3,60E-07
3 5,627 -0,0004 1,60E-07
4 5,624 0,0026 6,76E-06
5 5,628 -0,0014 1,96E-06
) 28,133 0,000 1,12E-05

| =5,6266 m; s, =0,001/m; s; =0,00075m




4.5 Zpracovani primych mereni nestejne
presnosti

Pokud se taz veliCina meri opakovane, ale jednotliva
mereni nemaji stejnou smerodatnou odchylku, napr. pfi
pouziti ruznych metod méreni, je nutno zvolit jiny postup
zpracovani. Presnost jednotlivych mereni musi byt
znama pro stanoveni vah. Vahy se ziskaji ze vzorce:

kde c je libovolna konstanta, voli se obvykle tak, aby se
vahy pohybovaly pokud mozno okolo jedné.



Hodnota vysledku méfeni se ziska jako vazeny prumér:

Vyberova smerodatna odchylka hodnoty urCene vazenym
prumérem se vypocte:

\/[ [pw] Z P,

p(n-1) —Vzl', p,(n-1)

Kde opravy se vypoctou:

S; =




Priklad na zpracovani mereni nestejne

presnosti

Zadani:

Délka byla méfena opakované 5x ruznymi metodami (s
ruznou presnosti). Méfené hodnoty jsou uvedeny se svymi
smerodatnymi odchylkami v zavorce (oboje v m): 5,628
(0,0030); 5,626 (0,0020); 5,627 (0,0025); 5,624 (0,0035);
5,628 (0,0025). Vypoctéte primérnou délku a smérodatnou
odchylku prumeéru.



m<
q))
N«
q))
=,

i |/ m c/m P .p v/m
1 5,628 0,0030| 0,6944 3,908 -0,0013
2 5,626 0,0020 | 1,5625 8,791 0,0007
3 5,627 0,0025| 1,0000 5,627 -0,0003
4 5,624 0,0035| 0,5102 2,869 0,0027
5 5,628 0,0025| 1,0000 5,628 -0,0013
) 4,767 26,823

Volba: ¢ = 0,0025%

Vysledky: | =5,6267 m

St =0,00062 m




4.6 Zakon hromadeni smerodatnych odchylek
(ZHSO)

V mnoha pfipadech nelze nebo neni vyhodné primo mérit
urcovanou hodnotu, ktera se pak urcCuje zprostredkovane —
vypocltem z jinych méfenych hodnot. Pfikladem muze byt
plocha trojuhelnika, jsou-li meéreny dve strany a uhel nebo
urceni prevyseni z mereneé sikmeé delky a zenitoveho uhlu.
Zde potrebujeme nejen vypocitat hledanou hodnotu, ale
také urCit jeji smérodatnou odchylku. Zname—li funkcéni
vztah mezi veliCinami, dokazeme |ji odvodit pomoci zakona
hromadeni smerodatnych odchylek.



ZHSO vychazi ze zakona hromadéni skuteCnych chyb,
ktery je zalozen na totalnim diferencialu funkCniho vztahu.
Jestlize je dan funkéni vztah, tzn. urCovana veliCina je
funkci k dalSich mérenych veliCin:

V= T(X X%, X5, X,y X )
pak pro skutecné chyby plati:

yte, = T(X +¢&, X+ X +& X, +E, . X +E, )



Vzhledem k tomu, ze skuteCné chyby jsou oproti mérenym
hodnotam velmi malée, Ize rozvinout pravou stranu vztahu

podle Taylorova rozvoje s omezenim pouze na CcCleny
prvniho radu:

of of of of
y+e,=T(X X% X X )+ — & +—& +—& +.+—¢&,
ox, ' ox, * 0x, - ox,

Odtud zakon hromadeéeni skuteCnych chyb:

of of of of
E,=—& +—& +—& +.+_—¢&

ox, ' oX, * X, ° ox,



Skutecné chyby meérenych veliCin zpravidla nezname, ale
zname jejich smerodatné odchylky a zakon hromadéni
smerodatnych odchylek je dan vztahem:



Zakon hromadeni smerodatnych odchylek
plati za techto podminek:

1. Jednotlivé merené veliCiny a tedy i jejich skuteCné
chyby musi byt vzajemné nezavislé.

2. SkuteCné chyby maji nahodny charakter, jejich
znamenko a velikost se ridi normalnim rozdéelenim.

3. Chyby jsou oproti merenym hodnotam malé, parcialni

derivace musi zustat prakticky konstantni, zméni-li se
merené hodnoty o hodnoty chyb.

4. Jednotlivé Cleny musi mit stejny fyzikalni rozmeér.



Priklady na aplikaci ZHSO
Zadani:

Odvodte vzorec pro sméerodatnou odchylku pruméru z n
mereni, znate-li smerodatnou odchylku jednoho méreni .

Funkc¢ni vztah :

[I] L+, +

n

Zakon hromadeéni skutecnych chyb :

1
n 1 2 n



Vime, ze vSechna méreni maji stejnou smeérodatnou
odchylku. O skuteCnych chybach ale nevime nic (je to
nahodna veliCina) a proto NELZE zavorku zjednodusit.

Obecné plati: & #& #..#&

Zakon hromadeni smerodatnych odchylek :

Ze zadani vime, ze vSechna mereni maji stejnou smerodatnou
odchylku. Proto plati:



Zadani:
Jsou znamy dve délky a = 34,352 ma b = 28,311 m, které
byly zméreny se o, = o, = 0,002 m. Dale byl zméren uhel

w = 52,3452°, o, = 0,0045°. UrCete smérodatnou odchylku
plochy trojuhelnika.




Funkcéni vztah

P=%a-b-sin(w)

SkuteCné chyby

T
180°

1, . 1 . 1
Ep =Eb-sm(a))-ea+§a-sm(w)-gb+Ea-b-cos(a))-aw-

( . 180°)
p =
T

Smeérodatné odchylky

2
o’ =%(b-sin(a)))2 Yos +%(a-sin(a)))2 -of+%(a-b-cos(a)))2- G




Uprava pro o, = 0, = 0y

2
, 1 o

_ 1
o =Z(b2+a2)-S|n2(a))oO'§+Z(a°b°003(w))2‘ 5

P (,°)

Po dosazeni: 0, = 0,043 m?, P = 384,983 m?.



