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Téma C. 3: Zakon hromadeéni skutec¢nych chyb, smérodatnych
odchylek.

1. Zakon hromadéni skutecnych chyb.
Priklady.

2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.
Priklady.
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1. Zakon hromadéni skutecnych chyb.

- Ciselné hodnoty udavajici vysledky méfeni jsou ponékud jiného druhu nez "&ista" ¢&isla
v matematickém smyslu. Ke kazdé nalezené hodnoté [ mérené veliciny L patfi
skutecna chyba € anebo obor nejistoty (nepresnosti), s jakou byl vysledek urcen.
Nepracujeme proto s presnymi Cisly, ale s hodnotami pfibliznymi.

- Mérena hodnota a jeji chyba se musi pri zpracovani dat uplatnovat vzdy spolecné:
nejistota naméreného vysledku se totiz prenasi na soucet, ndasobek nebo jinou
libovolnou funkci mérenych velicin.

-V této Casti budeme uvazovat méreni nebo chyby vzajemné nezavislé (nekorelované).

- Uloha: odhadnout skuteé¢nou chybu funkce naméfenych nezavislych veli¢in 1, jejichz
skutecné chyby € zname: (tento predpoklad neni bézné splnént!)

f=ra (obecnégji g(f) =fan ).

- Pro dalsi odvozeni pozadujeme splnéni téchto predpoklad:
- funkce f,g maji spojité parcialni derivace podle jednotlivych proménnych
alespon druhého radu;
- skutecné chyby vSech proménnych jsou relativné malé.
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1. Zakon hromadéni skutecnych chyb.

Oznacime-li spravné hodnoty funkce F = f + &r a méfeni L = I + &, miZeme napsat

F=f+4+eg=f1" +¢€"
A tedy:
g =fUT +&")—f

Provedeme rozvoj funkce f v Taylorovu fadu a omezime se na Cleny 1. fadu (pfi

oznaceni vektoru parcialnich derivaci):
of of of of of
=(=—,—, ..., | = fF
o, \aly"al’ " al, l

— Ty L oo e _
sf—f(l)+aLL=l e—f 3L

Zakon hromadéni skutecnych chyb:

&g =f] €
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1. Zakon hromadéni skutecnych chyb.

Podobné pro obecnéjsi model bude platit vztah

g(f+ef) = fT + &N)

A tedy:

d
g(f)+ﬁFf g=fAN+f ¢ gf:_g

Zakon hromadéni skutecnych chyb:
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1. Zakon hromadéni skutecnych chyb.

Priklady:

Vypocitejte skutenou chybu vysky bodu H, urcené¢ho prostorovou polarni metodou,
jestlize byla méfena nebo znama vyska stanoviska Hg =234,523 m, vySka pfistroje vp = 1,421 m,
pfevySeni mezi horizontem pfistroje a cilem h = 3,564 m a vyska cile v = 2,500 m.

Skute¢né chyby hodnot a méfeni: gy = 0,0005 m, ¢, = 0,001 m, ¢ = 0,003 m,
g,c = 0,001 m.
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1. Zakon hromadéni skutecnych chyb.

Priklady:

Pro aplikaci zakona hromadéni skute¢nych chyb je tieba znat funk¢ni vztah, zde pro urCeni
vySky bodu polarni metodou:

Hp:Hs‘l‘Up‘l‘h—vc.

Tvar zakona hromadéni skute¢nych chyb:

__OHp OHp OHp OHp
Eyp = OHs €ys + dvp Evp + an En + dve Eve -

Tvar zdkona hromadéni skutecnych chyb pouzité funkce po derivaci:
Eyp = 1‘€H5+1'8vp+1‘€h—1'8vc=€H5+€vp+8h—€vc.

eyp = (0,0005 + 0,001 + 0,003 — 0,001) m = 0,0035m .
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1. Zakon hromadéni skutecnych chyb.

Priklady:

Vypocitejte skuteCnou chybu g, plochy trojuhelnika P, jestlize jsou méfeny dvé delky
a = 76,423 m a b = 45,311 m a thel w = 67,5472 gon jimi sevieny. Skutecné¢ chyby
méfeni jsou g, = 0,007 m, ¢, = 0,011 m, £, = 0,0020 gon.



1. Zakon hromadéni skutecnych chyb.

Priklady:

Funkc¢ni vztah:

P=%-a-b-sin(a)).

Z4kon hromadéni skute¢nych chyb:

oP oP 0P &,
€P=£'8a+%'8b +£?

Po derivaci:
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Ep = %-b-sin(m)-sa+%-a-sin(a))-sb+%-(a-b-cos(w))-%‘” ,

po vycisleni:

ep = 0,1384252 + 0,3668854 + 0,0265427 = 0,53 m?.
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1. Zakon hromadéni skutecnych chyb.
Priklady:

1. Vypocitejte vodorovnou vzdalenost d a jeji skutecnou chybu € 4, je - li méfena tremi
klady pasma d,; = 29,912 m; d, = 29,987 m; d; = 12,492 m a skutecné chyby jednotlivych
kladl jsou €, =3 mm; £,=4 mm; ;=2 mm. [d=72,391 m; £,=9 mm]

2. Vypocitejte prevyseni h a jeho skute€nou chybu mezi stanoviskem a urCovanym
bodem, je — li zndma mérena Sikma vzdalenost sd = 36,729 m, méreny zenitovy Uhel z =
98,4572 gon, vyska pristroje v, = 1,371 m a vyska cile v, = 1,400 m; a skutecné chyby
jednotlivych velicin jsou: £,,= 0,003 m; €, = 0,0015 gon; ¢, = 0,001 m; ¢, = 0,002 m.
[h=0, 861 m; &, =0,0002 m]

3. Urcete skuteCnou chybu ¢, ktera maximalné vznikne pri zaokrouhleni na centimetry pro
soucet dvou hodnot. (Ndpovéda: Maximalni skutecnd chyba muze byt v tomto pripadé
0,005 m). [€ =0,01 m]
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2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.

Ciselné hodnoty udavajici vysledky méfeni jsou ponékud jiného druhu nez "¢ista" &isla
v matematickém smyslu. Ke kazdé nalezené hodnoté | mérené veliCiny L patri skutecna
chyba € anebo obor nejistoty (nepresnosti), s jakou byl vysledek uréen. Nepracujeme
proto s presnymi Cisly, ale s hodnotami pfibliznymi.

Obvykle nemame k dispozici skutecnou chybu méreni (to bychom méreni opravili a
pracovali dale s hodnotou presnou), ale statisticky odhad rozptylu ve formé
smeéerodatné odchylky zakladni o nebo vybérové s. Potrebujeme tedy takovy zakon,
ktery umozni pracovat s témito charakteristikami presnosti.

Z drive uvedené definice plati:

of = E(Siz)
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2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.

- Z dfive uvedené definice plati:

Uiz = E(Siz)
- Odvozeni:
g =f]-¢

=(f-¢)-(fl-e) =f-e &
E(ef)=fl -E(e-€") - f,

g2 gE .. &8,

E(e-€T) = E| &8 g5 .. &&,

gngl gngz en gn
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2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.

Vztah byl odvozen pfi splnéni téchto predpokladi:

1. funkce f, g maji spojité parcialni derivace podle jednotlivych proménnych;

2. skutecné chyby vSech promeénnych jsou relativné malé;

3. proménné ve funkénim vztahu f jsou nezdvislé (tedy i skute¢né chyby téchto
proménnych jsou nezavislé);

4. skutecné chyby vsech proménnych maji sudé rozdéleni se stfedni hodnotou E () = 0.

Pfi splnéni téchto predpoklad( totiz plati:

E(Eigj) — E(Ei) . E(Ei) = 0.

g2 ge .. gE, E(e?) 0 . 0
E(e-eT) = E | ©281 8.22 w280 | = 0 E(tezz) - O
sn.el sn.ez 8:% 0 O E (;9,%)
g 0 0
E(e-&h) = O a3 0 | = m?
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2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.
Pfi splnéni téchto predpoklad( totiz plati:
E(ef) = fl -E(e-€") - f,
Zakon hromadéni skutecnych chyb:
of = fl -M?*-f,

Pro obecnéjsi tvar funkce plati obdobné vztah

1
of =—-fl -M*-f,
gr

1
2 2. 2 2. 2 2, 2
of =—-(ffof + foop++fy o)
9y
DlleZitd je okolnost, Ze se ve vzorci jednotlivé ¢leny scitaji kvadraticky, tj. stfedni chyba
funkce narustd podle Pythagorovy véty. Na rozdil od zdkona hromadéni skuteénych
chyb nesmime stredni chyby scitat linearné.
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2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.

Priklady:

Vypocitejte smérodatnou odchylku vySky bodu H, uréeného prostorovou polarni
metodou, jestlize byla méfena nebo znama vySka stanoviska Hg= 234,523 m, vySka
pfistroje v, = 1,421 m, pfevySeni mezi horizontem pfistroje a cilem 4 = 3,564 m a vyska
cile v = 2,500 m. Smérodatné odchylky hodnot a méteni: oy = 0,0005 m, o, = 0,001
m, o, = 0,003 m, o,-= 0,001 m.
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2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.

Priklady:

Pro aplikaci zdkona hromadéni smérodatnych odchylek je tfeba znat funkcni vztah,
zde pro urceni vysky bodu polarni metodou:

Hp :Hs‘l‘vp‘l‘h—vc.
Tvar zdkona hromadéni smérodatnych odchylek:
2 2 2 2
ip = (Gas) s+ (Gup) -t + (5r) -oh+(50) -
OHp = (6H5 Oiis + ovp oy + oh T + v Ove -
Tvar zakona hromadéni skutecnych chyb pouzité funkce po derivaci:

o4p =120/ + 1% -0 + 12 - 67 + (-1)? - 6% = 655 + 0% + 07 + 0 .

Oyp = \/(0,00052 + 0,001% 4+ 0,003% + 0,0012) = 0,0034 m.

Smérodatna odchylka ur¢ené vySky bodu P ma hodnotu 3,4 mm.
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2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.
Priklady:
Vypocitejte smérodatnou odchylku o, plochy trojuhelnika P, jestlize jsou méfeny

dveé délky a =76,423 m a b =45,311 m a Ghel = 67,5472 gon jimi sevieny. Smérodatn¢
odchylky méfeni jsou o, = 0,007 m, o, = 0,011 m, o, = 0,0020 gon.
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2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.

Priklady:

Funk¢ni vztah:
P=%-a-b-sin(a)).
Z4kon hromadéni smérodatnych odchylek:
o= () o (G (225
GP_(aa 7 at\5p) Tt 5, p?

Po derivaci:

0é

o5 = Gb - sin(cu))2 0% + G a- sin((,u))2 . OF + (a-b . cos(w) %)2 ol

po vycisleni:

of = \/0,0191615 + 0,1346049 + 0,0007045 = 0,39 m?.

Smérodatna odchylka plochy trojahelnika je 0,39 m?.
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2. Zakon hromadéni smérodatnych odchylek.

Priklady:

1. Vypocitejte vodorovnou vzdalenost d a jeji smérodatnou odchylku o4, je - i méfena
tremi klady pasma d; = 29,912 m; d, = 29,987 m; d; = 12,592 m a smérodatné odchylky
jednotlivych kladi jsou o, = 3 mm; o, =4 mm; o; =2 mm.

[d=72,491 m; 0,= 5,4 mm]

2. Vypocitejte prevysSeni h a jeho smérodatnou odchylku mezi stanoviskem a ur€ovanym
bodem, je — li znama méfena Sikma vzdalenost sd = 36,729 m, méfeny zenitovy thel
z = 98,4572 gon, vyska pfistroje v, = 1,371 m a vyska cile v, = 1,400 m; a smérodatné
odchylky jednotlivych veli¢in jsou: o, = 0,003 m; o, = 0,0015 gon; o,. = 0,001 m;
Oy, = 0,002 m. [h=0,861m;s, =2,4 mm]

3. Odvod’te vztah pro vypocet aritmetického priméru z n opakovanych méfteni.
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